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Solutii gi barem de corectare la sectiunea A
1. Gasiti numerele intregi x cu proprietatea cd 2?16 + 22 + ... + o + 1 se divide prin 2017.

Solutie:
Pentru orice numar prim p, scriind in Z,[X], avem:

(XPL 4 XP 2 X+ D)X 1) =XP 1= (X =1, ... (3p)
astfel ca
XPlp XP2 4o X +1=(X -1 (1p)

Asadar, polinomul XP~' + X?P~2 ...+ X + 1 € Z,[X] are doar radacina 1............. (2p),
deci congruenta xP~! + 2772 + ...+ 2 +1 =0 (mod p) are unica solutie z = 1 (mod p).(1p).
Prin urmare, numerele intregi x pentru care p divide 2P~! 4+ 2P=2 + ... + 2 + 1 sunt exact
numerele de forma Mp + 1. ... (1p).
Cum 2017 este un numar prim, numerele cerute sunt cele din multimea 2017Z + 1 .... (2p).

2. Calculati

= h
1111{(]%21—1-71%2'

n=1
Solutie:
Pentru orice n € N* gi A > 0 au loc inegalitatile
h L h 1
< ——dr < —————— ., .. 2
1+ (n+ 1202 /n 1+ 22h2 " S T n2h? (2p)
astfel ca
= 1 h < h = 1
— < ———dr < —_— 2
;1+n2h2 11 k2 /1 1+ a2zh? ° ;1+n2h2 (2p)
Cum
/00 _ dx = arctan(zh) |7°= T arctan(h) (2p)
1 1 + x2h2 — 1 — 2 g e e e e e s e 000 p

rezulta ca

= 1
g — arctan(h) < nz:; T < g — arctan(h) +



Trecand la limita pentru A ™\, 0, obtinem ca

- h T
]{%Zm—i ............. (1p)

n=1

. Consideram subcorpul K = {a+bi+cj+dk | a,b,c,d € Q} al corpului cuaternionilor. Ardtati
ca:

a) Ordinul oricarui subgrup finit al lui (K \ {0},-) este de forma 2% -3°, cu o, 8 € N.

b) Orice subgrup comutativ finit al lui (K \ {0},-) are ordin 1, 2, 3, 4 sau 6.

Solutie:

incepem cu cateva observatii calculatorii:

Daca consideram elementele © = a + bi + ¢j + dk si 2’ = d' + b'i = j + d'k ale lui K, avem

zx’ = ad' —bb' —cd —dd + (ab' +ba' 4 cd' — dc')i+ (ad’ —bd +cd' +db')j + (ad' + b — cb’ + da’ ) k.

Notand T = a — bi — ¢j — dk, obtinem 2T = a> + V> + A+ d* € Q.................... (0,5p).
Notand E = bi+c¢j + dk (si E' =Vi+ dj+ d'k), avem pe de o parte

v =a* -V - —d* + 2aF = 2ax — 27, (0, 5p)

iar pe de alta parte x gi 2’ comuta daca si numai daca F gi E’ sunt Q-liniar dependente(0,5p).
a) Fie H un subgrup finit al grupului multiplicativ G = K\ {0} si p un divizor prim al ordinului
lui H. Conform teoremei lui Cauchy, exista un element x € H de ordin p. Cum 2P = 1 # «x,
rezulta ca x, ca element al subcorpului comutativ L = {a + bz | a,b € Q}, este radacina a
polinomului ireductibil f = XP' 4+ XP2 4+ ... 4+ X +1€Q[X]|......cooiiiiiiiiii, (0,5p).
Pe de altd parte, cu notatiile folosite mai sus, 22 — 2az + 27 = 0, astfel ca z este radicind a
polinomului g = X? — 2aX + 27 € Q[X]. Cum f este ireductibil, rezultd c& f|g ... (0,5p), de
unde obtinem ca p =1+ grad(f) <14grad(g) =3. ..o, (0,5p).
Prin urmare |H| este de forma 2% - 3% cu a, 8 € N.

b) Consideram un element x € G de ordin finit n. Cu aceeasi notatie x = a + F, folosita mai
sus, avem ca

" = ((I+ E)n _ Z Czkan—QkEQk: + ( Z Czk+1an—2k—1E2kz) B

0<2k<n 0<2k+1<n

Notand T' = Vb2 + ¢ + d?, avem ca E? = —T?, deci

" = Z C«TQLkaank(_TQ)k_i_ < Z Czk+lan2k1(_T2)k> B =

0<2k<n 0<2k+1<n

— Z C«Zkan—ﬂc(iT)Qk + ( Z Cgk+1an—2k—1(iT)2k> B =

0<2k<n 0<2k+1<n
(a+ i)+ (a —T)  (a+iT)" — (a —iT)"
2 * 2 ’

E. (2p)



Prin urmare, conditia ™ = 1 este echivalenta cu

{ (a+iT)" = (a —iT)"
(a+1T)" 4+ (a—iT)" =2,

adica cu (a+iT)" = (a—iT)" = 1. Cum ordinul lui x este n, exista k € {1,2,...,n— 1}, prim

cun, astfel incat a = cos 2% gi T =sin 25T ... (1p).
Deoarece a € Q, rezulta ca a € {—1, %,0, %, P (1p).

Consideram acum un subgrup comutativ H al lui G.

Daca H = {1}, atunci |H| = 1, iar daca H = {—1,1}, atunci |H| = 2.

Daca HZ {—1,1},flex=a+FE € H\{-1,1} sia’ =d + E' € H. Deoarece z si 2’ comuta,
exista \€eQcu F =X-Esauexista N €eQcu E= )N FE.

(I) Daca a = a' = 0, atunci 7% = T = 1, deci E* = E” = —1. Dacd E' = )\ - E, atunci
—1=FE? = XE? = )2 astfel ca A\ = +1 gi 2/ = £2. Cazul E = X - £’ conduce similar la

aceeagi concluzie. Cum 2?2 = E? = —1, avem ci 2® = —x, astfel cd 2/ € (x). Atunci H = (z) si
obtinem Ca |H| = 4 ... (0,5p).
(II) Dacd a =0 si @’ = +1, atunci 7? =1, T = 3, E? = —1 §i E” = —3. Ca mai sus obtinem

ca \? = % sau M2 = 4. Acestea nu sunt insi patratele unor numere rationale, contradictie
(0,5p).

(ITT) Dacd a = 0 i @’ = +1, atunci 7% = 1, T? = 0, E? = —1, E” = 0, deci 2/ = +1. Cum
r? = —1gi 2* =1, rezultd cd 2’ € (x). Obtinem cala (I) c& H = (z) gi |[H| =4....... (0,5p).
(IV) Dacd a = £5 si @/ = +3, atunci T? = T2 = 3 F? = £ = -2 gi dacd E' = \- E sau
E=X-E' obtinem A = +1(sau \' = £1) gi 2’ € {x, —2,7,—7}. Dinx = :I:%+E, avem atunci
1’ =1+ FE=FT5ia® =+1.

w

Daca 23 = —1, atunci 2* = —2, 2° = —2?, 25 = 1.

Obtinem ca H = (z) sau H = (v, —x) si [H| € {3,6} ...t (0,5p).
(V) Dacd a = 43 si o’ = £1, atunci 7% = 3, 7" = 0, E* = =2, E” = 0. Rezultd cd 2/ = 1 si
obtinem ca la (IV) ca |H| € {3,606} ... .ooriri e (0,5p).
(VI) Daca a = £1 gi @’ = £1, atunci H C {—1,1} si |[H| € {1,2}..............coiiit. (0,5p).

Celelalte cazuri se pot obtine din cele de mai sus interschimband valorile a si a'.

. Consideram girul de discuri (Dy,)nens, discul D,, avand raza % Determinati latura minima a
unut patrat in care pot fi amplasate fara suprapuneri toate discurile D,,, n € N*.

Solutie:



FiourA A

Remarcam pentru inceput ca daca D si Dy se afla in interiorul unui patrat de latura L, iar linia
centrelor face un unghi o cu una din laturi, atunci, conform Figurii 1, L > RS > %(1 + cos )
si L >TU > 3(1 +sina), deci

(1 + max{sina, cosa}) > 3 (1 + Q) — ?’(2+T\/§)

L>

N W

2 2

(aceasd valoare putand fi atinsd doar pentru @ = 45%). Vom ariita ci aceasta e valoarea minima
Y L (3p),
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Pentru a valida aceasta configuratie, avem de probat urmatoarele afirmatii:

1) Ca D3 ,,incape” in coltul din ,,dreapta-sus” ............ . .o, (1p)
2) C& Dg ,,incape” in coltul din ,,dreapta-jos”......... ..o, (1p)
3) Ca intre Dy, Dy, AD si CD ,incape” un dreptunghi M NPD de laturi 1 seil—1..... (1p).
4) Ca Dy si Dy ,jincap” intre Do, D1, D3 i AB oo (1p)
5) Ca Dg, Dy, ... ,incap” in Int M N PD\ D5, unde M N PD e dreptunghiul de la punctul 3)(3p)

Abordam pe rand aceste cazuri:



1) Notam A = [ — 1; cu notatiile din Figura 3 avem:
(1+2)*=(1-2)*+(\—2)?% adica

20 + 22 = 2z + 2% + (A — 2)?, sau
A—2)* — 42 =0. (1)

Noi dorim sa aratam ca x > %; tindnd cont de faptul ca ecuatia (1) are produsul radacinilor
egal cu A2 > 1, , care este subunitar, trebuie s fie radacina ,,micd” a respectivei ecuatii. Este
243v2 1 S 2

—=, sau,

. . o . 1 v . o 1\2 4 R
deci suficient pentru a gasi z > 3 sa dovedim ca (/\ — —) — 3 >0, adica == 3> 75

3
altfel scris, 8v/3 — 92 < 2.

Aceasta ultima relatie este insa adevarata intrucat 8v/3—9v/2 < 8-1,8—9-1,4 = 14,4—12,6 < 2,
deci afirmatia 1) este justificata.

2) Tot pe Figura 3 vedem ca 142422 = \/5, de unde z = g; =3-2V/2>3-2. 1,1415 =
0,17 > ¢.

3) Avem [ — 2 = 3\/272 > 3'1’2_2 > 1. afirmatia referitoare la lungimea lui M NPD este ime-
diata.

Davem2 (3434142 =2(3+ 1) <3
Pe de alta parte, [ = 3(22‘/5) > 334 _ 51

Prin urmare, 2 (% + % + i + %) <4l. Cor?secutiv7 dreptunghiul FF'GH din Figura 2 are lungimea
mai mare decat 2 (7 + 1) si (conform cazului 3)) latimea mai mare decat 3, deci Dy si Dy
,,incap” in el.

5) Divizam M NPD in fasii verticale, notate de la dreapta la stanga F3, Fy,... si astfel
Incat Fj, s aiba latimea 5 (a se vedea, din nou, Figura 2). Fie functia f : N* — R,
fn)=++4 "5+ +55sine N

Avem f(n+1) — f(n) = & 4+ 5057 — = < 0, deci f e strict descrescatoare. Prin urmare,

15
f(2%) < f(8) pentru orice k > 3. Consecutiv, pentru orice k > 3 avem f(2%) < f(8) = > % <
j=8

0,728. Prin urmare, suma diametrelor discurilor Dor, Dax 1, ..., Dor+1_; este mai mica decat
1,456, ceea ce arata ca putem amplasa toate aceste discuri in F,. Pentru a gestiona ulterior



interactiunea cu Ds, vom pune aceste discuri astfel incat razele sa descreasca ,,de sus in jos”,
ele sa fie tangente la latura din stanga a fagiei, si alocand fiecarui D,, o portiune de inaltime %
a fasiei corespunzatoare.

Discul Dy din Figura 2 are o portiune comuna cu M N PD. Aceasta nu va constiutui insa o
problema daca vom arata ca Ds, fiind tangent la Dy si DC', nu poate sa intersecteze niciunul
din discurile Dg, Dy,. .. D15 dispuse in F3 conform ideilor de mai sus.

Intrucat % + 1—14 + 1—15 > %, discurile Dg, ..., Dis se gasesc in intregime deasupra tangentei
orizontale la Ds, diferita de DC'.

Prin urmare, este suficient sa aratam ca distanta d dintre AD si tangenta verticala la Dy care

nu taie D este mai mare decat }l + %

curh Y

Dar, cu notatiile din Figura 4, y? = (9)2 — (4)2 = %, deci y = %5 Prin urmare, d = [ — %,
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